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ВВЕДЕНИЕ 
 

Предметом изучения дисциплины «Математическая экономика» яв-
ляются математические модели микро- и макроэкономики, являющиеся 
средством для поддержки принятия экономических решений потребителя-
ми, производителями или отраслями экономики страны. 

Полученные в рамках данного курса знания и навыки могут быть ис-
пользованы при обосновании принятия решений потребителями и произ-
водителями товаров и услуг, для более чёткого понимания макроэкономи-
ческих процессов страны и мира. 

 
МИКРОЭКОНОМИКА 

 
1. МОДЕЛИ ПОВЕДЕНИЯ ПОТРЕБИТЕЛЯ 

 

1.1. Пространство товаров,  цены, бюджетное множество потребителя 
 

Под товаром  понимается некоторое благо или услуга, поступившие в 
продажу в  определённое время  и в определённом месте. 

Будем считать, что имеется n различных товаров, количество i-го то-
вара обозначается xi . Тогда некоторый набор товаров будет обозначаться 

)...,,,( 21 nxxxX =  и представлять собой упорядоченный набор из n чисел, 

т.е. n-мерный вектор-столбец. Рассматриваются, как правило, только неот-
рицательные количества товаров, так что xi ≥ 0 для любого i = 1, …, n или 
X ≥ 0. Множество всех наборов товаров называется пространством товаров 
и будет обозначаться как T. Это множество называется пространством, 
потому что в нём можно сложить любые два набора и умножить любой 
набор товаров на любое неотрицательное число. Возможность умножения 
набора товаров на любое неотрицательное число отражает предположение 
о безграничной делимости и умножении товаров (т.е. товары устроены 
наподобие сахарного песка, а не авианосцев). Набор товаров можно трак-
товать, как корзину, в которой лежат эти товары в соответствующем коли-
честве. Аналогично интерпретируются и операции с набором товаров.  

Предполагается, что каждый товар имеет цену. Все цены строго по-
ложительны. Пусть цена единицы i-го товара есть pi , тогда 

)...,,,( 21 npppP =  есть вектор-строка цен.  

Для набора товаров Х и вектора цен Р их скалярное произведение 

nnxpxpxpPX +++= ...2211  есть число, называемое ценой набора Х или его 

стоимостью, и будет обозначаться С(Х). 
Отношение равной стоимости разбивает всё пространство товаров на 

непересекающиеся классы (для случаев двух товаров отрезок).  
Пусть вектор цен есть Р. Зафиксируем некоторую денежную сумму Q 

и назовём её доходом. 
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Множество наборов товаров не более Q при данных ценах Р называ-
ется бюджетным множеством В; множество наборов товаров стоимости 
равной Q называется границей G этого бюджетного множества. 

Бюджетное множество и его граница зависят от цен и доходов, так 
что точнее их было бы обозначить  B(P, Q) и G(P, Q): 

 

}...,0...,,:)...,,{(),(

}...,0...,,:)...,,{(),(

1111

1111

QxpxpxxxxQPG

QxpxpxxxxQPB

nnnn

nnnn

=++≥=
≤++≥=

 

 

При увеличении Q граница бюджетного множества движется в на-
правлении вектора цен. При изменении цен, об изменении бюджетного 
множества можно судить по движению точек границы. 

Доказывается, что бюджетное множество выпукло, ограничено и 
замкнуто. 

Граница бюджетного множества также есть выпуклое, ограниченное 
и замкнутое множество. 

 
1.2. Индивид-потребитель и система его предпочтений 

 

Одним из основных элементов экономики является домашнее хозяй-
ство, определяемое как некоторая группа индивидов, выступающая как 
единое целое, распределяющая свой доход на покупку и потребление то-
варов и услуг. Участник экономики, рассматриваемый с этой точки зрения, 
называется потребителем. Проблема рационального поведения заключа-
ется в решении вопроса о том, какие количества товаров или услуг он хо-
чет и может приобрести при заданных ценах и его доходе. 

Специально отметим, что существуют разные точки зрения на роль 
индивидов-потребителей. В неоклассической экономической теории эта 
роль является основной, определяющей. Вся остальная экономика строит-
ся из желаний и потребностей такого индивида. 

Выбор потребителем некоторого рода товаров во многом зависит от 
его вкусов и желаний. Потребитель различает наборы товаров, предпочи-
тая один набор товаров другому. Запись YXp  означает, что потребитель 

предпочитает набор Х набору Y либо не делает между ними различий. Та-
кое отношение называется слабым предпочтением. Оно формирует ещё 
два отношения: отношение равноценности (или безразличия) – Х ~ У, если 
и только если YXp и XYp , и отношение предпочтения (или строгого 

предпочтения) – YX p , если и только если YXp  и не верно, что X ~ Y.  

Отношение является рефлексивным, если XXp  для всякого Х; 

симметричным, если YXp  влечёт, что и XYp ; транзитным, если YXp  и 

ZYp  влечёт XXp ; совершенным (или полным), если для любых двух 

наборов Х, Y либо YXp , либо .XYp  
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Аксиомы:  
1)  отношение слабого предпочтения рефлексивно, транзитивно и со-

вершенно;  
2)  отношение равноценности рефлексивно, симметрично и транзи-

тивно;  
3)  отношение предпочтения транзитивно;  
4) для любого TX ∈  множество предпочтительности }:{ YXYPX p=  

выпукло;  
5)  каждый товар желателен для индивида: если ,YX ≤  то и ,YXp  а 

если к тому же Х ≠ У (т.е. ii yx <  для некоторого i), то .YX p   

Отношение равноценности рефлексивно, симметрично и транзитивно. 
Любое отношение, обладающее этими тремя свойствами, называется экви-
валентностью. Любая эквивалентность на множестве разбивает это мно-
жество на непересекающиеся подмножества, называемые классами эквива-
лентности. Итак, отношение равноценности является эквивалентностью и 
разбивает пространство товаров на непересекающиеся подмножества,  
называемые классами равноценности (или безразличия), а в случае двух 
или трёх товаров эти классы называются линиями или поверхностями 
 равноценности (или безразличия). Каждый отдельный класс равноценно-
стей состоит из наборов товаров, одинаково привлекательных для потре-
бителя, – он не отдаёт предпочтение ни одному из этих наборов. При этом 
каждый набор из пространства товаров попадает в какой-нибудь из клас-
сов равноценности, именно в тот, где собраны наборы, одинаково ценные 
с ним (для данного индивида). 

 
1.3. Функция полезности и её  свойства 

 

Система предпочтений  индивида указывает, какой из двух  наборов 
предпочтительнее для него. Во многих  случаях, однако, весьма желатель-
но и удобно оценивать привлекательность набора товаров  количественно, 
т.е. приписать каждому набору Х из пространства товаров T какое-то число 
u(Х). Получается функция u: RT → . Главное требование к такой функции, 
чтобы она отражала отношение (слабого) предпочтения на T, т.е. удовле-
творяла условиям: 

u(Х) ≤ u(Y), если и только если YXp ; 

u(Х) = u(Y), если  и только если YX ~ , значит и   
u(Х) <  u(Y), если  и только если YX p . 
Такая функция называется функцией полезности. Видно, что функция 

полезности постоянна на каждом классе равноценности, так что её нагляд-
но и вполне правильно представлять себе как функцию, «пересчитываю-
щую» классы равноценности в сторону всё большего предпочтения набо-
ров товаров. 
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Скажем, что система предпочтений непрерывна, если  для  всякого 
TX ∈  множество предпочтительности }:{ YXYPX p=  и множество не-

предпочтительности }:{ XZZNX p=  замкнуты. Пересечение этих двух 

множеств есть класс равноценности.  
Доказано, что если система предпочтений непрерывна, то существует 

непрерывная функция полезности. 

Свойство niX
x

u

i

...,,1,0)( =>
∂
∂

 означает, что предельная полезность 

каждого товара положительна, т.е. уже имея некоторое количество товара 
xi, потребитель всё равно желает получить ещё данный товар. 

Свойство niX
x

u

i

...,,1,0)(
2

2

=<
∂
∂

 означает, что с ростом потребления 

предельная полезность каждого товара уменьшается. 
Свойство ( ) ∞=∆∆

→ i
x

xu
i 0
lim  показывает, что при полном отсутствии в 

наборе товара i-го вида даже небольшое его количество даёт практически 
бесконечный прирост полезности. 

Свойство ( ) 0lim =∆∆
∞→ i

x
xu

i

 показывает, что при полном насыщении в 

потреблении товара i-го вида дополнительное увеличении его количества в 
наборе уже не даёт прироста полезности. 

Один из примеров таких функций, неоклассическая функция полезно-
сти, имеет следующий вид: 

 
 

1,0,,),( 2121 <β+α>βα= βαxxxxu . 
 

Соотношение ( )jk
x

k
j xxM

j

∆∆=
→∆ 0

lim  называется предельной нормой 

замещения j-го товара k-м. 
В экономике гораздо удобнее работать с относительными величина-

ми, показывающими изменения, например, в процентах. Такой подход 
приводит к понятию эластичности (или коэффициента) замещения товара x 
товаром y:  

( ) ( )xxyyE
x

y
x //lim

0
∆∆=

→∆
. 

 

Смысл  эластичности  таков:  один  процент уменьшения товара х 

компенсируется увеличением на y
xE  процентов товара у. Ясно, что 

)/( xyME y
x

y
x = . 
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1.4. Постановка задачи оптимизации выбора потребителя 
 

Потребитель, имея определённый доход, желает его потратить с мак-
симальной полезностью. Польза понимается в смысле системы его пред-
почтений или его функции полезности. Это приводит к следующей задаче 
математического программирования.    

Найти набор товаров 0)...,,( 1 ≥= nxxX , максимизизирующий функ-

цию полезности )...,,( 1 nxxu  при выполнении бюджетного ограничения 

Qxpxp nn ≤++ ...11 .  

Рассматриваемую задачу можно сформулировать более кратко:  
u(Х) → max, РХ ≤ Q, X ≥ 0 или даже так: u(Х) → max, ).,( QPBX ∈  В слу-

чае двух товаров это можно изобразить графически (рис. 1.1). 

 
Рис. 1.1. Задача выбора потребителя 

 

Доказывается, что решение задачи выбора потребителя существует, и 
любая точка максимума лежит на границе бюджетного множества. 

 При строгой вогнутости функции полезности существует в бюджет-
ном множестве единственная точка её максимума. Таким образом, у по-
требителя даже нет выбора того, как с наибольшей пользой потратить свои 
деньги, так как существует единственный набор товаров, максимизирую-
щий полезность. Эта единственная точка максимума называется точкой 
спроса, или просто спросом потребителя. Будем обозначать эту точку Х 

*. 
Изучим точку спроса. Доказано только её существование, единствен-

ность и то, что она обязана лежать на границе G бюджетного множества. 
Таким образом, задача потребителя сводится к следующей задаче:  

 

u(Х) → max, GX ∈  или u(Х) → max, PX = Q. 

Граница 
бюджетного 
множества 

  X2 

Бюджетное 
множество 

Кривые  
безразличия 

Направление 
предпочтения 

Х* 

Х1 
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Эту задачу можно решить с помощью множителей Лагранжа. Соста-
вим функцию Лагранжа L(X, λ) = u(X) + λ(Q – PX), найдём частные произ-
водные и приравняем их к нулю: 

 









∈

λ=
∂
∂








=−

=λ−
∂
∂










=
λ∂

∂

=
∂
∂

.

,

;0

,0

;0

,0

GX

P
X

u

PXQ

P
X

u

L
X

L

 

 

Получаем следующий вывод: точка спроса лежит на границе бюджет-
ного множества и характеризуется тем, что в ней вектор предельных полез-
ностей пропорционален вектору цен. Кроме того, в точке спроса отношение 
предельной полезности товара к его цене есть величина постоянная: 

 

nipxu ii ...,,1,/)/( * =λ=∂∂ .                               (1.1) 
 

Или, другими словами: в точке спроса предельная норма замещения j-го 
товара i-м равна обратному отношению цен. 

Далее, соотношение (1.1) показывает, что предельная полезность то-
вара в точке спроса, приходящаяся на одну единицу его цены, т.е. на одну 
денежную единицу, одна и та же для всех товаров. Другими словами, опти-

мальный множитель Лагранжа *λ , равный отношению предельной полезно-
сти к цене, измеряется в полезности единицы любого товара, делённой на 

цену этого товара, что сводится к полезности на рубль. Следовательно, *λ  
необходимо интерпретировать как предельную полезность добавочного до-
хода  ∂u*/ ∂Q, которая называется иногда предельной полезностью денег. 

Итак, если функция полезности строго вогнута и удовлетворяет неко-
торым условиям дифференцируемости, а все цены Р строго положительны, 
то при любом данном доходе Q задача определения набора товаров, кото-
рый можно купить при этом доходе и имеющий наибольшую полезность, 
имеет единственное решение. 

Это решение X* 
называется точкой спроса. Как легко видеть, точка 

спроса X* 
зависит от цен Р и дохода Q (поскольку здесь рассматривается 

данный, конкретный потребитель, то его функция полезности считается 
неизменной). Итак, точка спроса есть функция цен и дохода. Эта функция 
называется функцией спроса. 

Функция спроса – это вектор-функция своих  n + 1 аргументов: n цен 
p1, ..., pn и дохода Q. Рассматривая компоненты вектора X*, т.е. количества 

товаров *
ix , можно сказать, что функция спроса – это набор n функций: 

 

.),...,,(

);,...,,(

1
**

1
*
1

*
1

Qppxx

Qppxx

nnn

n

=

=
M  
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Функции ),...,,( 1
*
1

*
1 Qppxx n=  – это уже обычные функции от n + 1 

переменных: n цен p1, ..., pn и дохода Q. Они называются функциями спро-
са соответствующих товаров. 

 
1.5. Уравнение Слуцкого 

 

В исследовании функций спроса и, вообще, в теории потребления ос-
новополагающую роль играет уравнение Слуцкого:  

 

**
сотр

** )/()/(/ nnn xQXpXpX ∂∂−∂∂=∂∂ . 
 

В левой части уравнения стоит частная производная от функции 
спроса X* по цене n-го товара. В роли n-го товара может выступить любой 
товар, цена которого меняется. Итак, левая часть показывает отклик точки 
спроса на изменение цены n-го товара при неизменных остальных ценах и 
доходе. 

Просто понять и вычитаемое ** )/( nxQX ∂∂ . Ведь ∂X*/ ∂Q – это отклик, 

изменение точки спроса на изменение дохода Q,  *
nx  – это величина спроса 

на n-й товар. 

Но что такое сотр
* )/( npX ∂∂ ? При ценах Р и доходе Q точка спроса бы-

ла X* и обеспечивала полезность u*. При изменении цены n-го товара pn на 
∆pn при прежних остальных ценах и доходе точка спроса изменится, изме-
нится и соответствующая  максимальная  полезность. Например, при увели-
чении цены pn новое значение максимальной полезности станет меньше. 
Изменим доход так, чтобы значение максимальной полезности, даваемое 
новой точкой спроса X ′, осталось неизменным. Теперь составим отношение 
∆X* / ∆pn, где ∆X* = X ′ – X*, и, переходя к пределу в этом отношении при  

∆pn → 0, получим сотр
* )/( npX ∂∂ . Геометрически это соответствует тому, 

что при изменении цены pn мы изменяем доход так, чтобы остаться на той 
же линии полезности, и получаем новую точку спроса X ′ (рис. 1.2). 

 

 
 

Рис. 1.2. Изменение точки спроса при компенсации дохода 

X ′ 

X 
* 

Р ′ 

Р 

х1

     х2 
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Остановимся далее на отдельных моментах содержательного смысла 
уравнения Слуцкого. 

При решении задачи оптимизации u(X) → max, PX ≤ Q, X ≥ 0 с по-
мощью множителей Лагранжа были получены следующие условия на точ-

ку максимума ),( ** λX : 
 

  







λ=∂∂

=

=
)3.1(./

)2.1(,
*

*

* PXu

QPX

XX

 

 

Функция полезности зависит от набора товаров, т.е. u = u(X). Значит,  
du = (∂u/∂X) dX. Учитывая (1.3), получаем du|X=X* = λ*PdX. Следовательно, 
чтобы du = 0, необходимо и достаточно, чтобы РdX = 0. Но как же для это-
го должен измениться доход? 

Из (1.2) имеем dQ = PdX* + X*dP, и поскольку P · dX = 0, то dQ = X* 
· dP. 

Итак, имеем следующие соотношения: 
 

P · dX = 0 ↔ du = 0,  u = const;                         (1.4) 
 

и                                                     X*
· dP = dQ,                                       (1.5) 

 

– требуемое для компенсации изменение дохода. 
При выводе уравнения Слуцкого получаются также следующие диф-

ференциальные соотношения (свойства): 
 

0)/( сотр
* <∂∂ nn px ;         (1.6) 

 

1)/( * =∂∂ PQX ;                    (1.7) 
 

0)/( сотр
* =∂∂ PpX n .                                    (1.8) 

 

Каков экономический смысл соотношений (1.4 – 1.8)? 
Соотношение (1.4) связывает старые цены с приращениями товаров. 

Из него следует, в частности, что приращения товаров носят сложный ха-
рактер: количество некоторых товаров увеличивается, других уменьшается. 

Соотношение (1.5) однозначно показывает, что при увеличении цен 
компенсация дохода имеет положительный характер, а при уменьшении 
цен доход также надо уменьшать. 

Соотношение (1.6) показывает, что при повышении цены товара его 
потребление уменьшается даже при компенсации дохода. 

Назовём n-й товар ценным, если 0)/( * >∂∂ Qxn , т.е. если при увеличе-

нии дохода спрос на этот товар также увеличивается, в противном случае 
имеем товар малоценный. Соотношение (1.7) теперь показывает существо-

вание ценных товаров, так как все Qxi ∂∂ /*  не могут быть отрицательными 

(так как Р > 0). 
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Предположим, что n-й товар является ценным и рассмотрим для него 

уравнение Слуцкого: **
сотр

** )/()/(/ nnnnnn xQxpxpx ∂∂−∂∂=∂∂ . 

Видим, что 0/* <∂∂ nn px , т.е. спрос на ценный товар при повышении 

цены уменьшается. 
Рассмотрим, наконец, последнее соотношение (1.8). Поскольку рn > 0 

и, как выяснено, 0)/( сотр
* <∂∂ nn px , то найдётся i-й товар, для которого  

0)/( сотр
* >∂∂ ni px , т.е. потребление i-го товара возрастет при повышении 

цены на n-й товар. В том случае, когда 0)/( сотр
* >∂∂ ni px , i-й товар называ-

ется заменяющим n-й товар. Другими словами, данные товары взаимоза-
меняемы. 

Задача  1.1.  Магазин торгует гвоздями двух видов: 25 и 40 мм. Масса 
гвоздей соответственно 5 и 10 г. Их цена 5 и 7 р. за кг. Покупатель желает 
купить гвоздей на 10 р. Опишите доступные покупателю на эту сумму на-
боры гвоздей. Сколько и какого вида гвоздей ему купить: 

− как можно меньше по совокупной массе; 
− как можно больше по общей длине; 
− гвоздей второго вида в два раза больше по массе, чем гвоздей пер-

вого вида. 
Задача  1.2.  Проверить, что неоклассическая функция полезности 

удовлетворяет всем свойствам таких функций. 
Решение. Предельная полезность потребителя с функцией полезности 

βα= 2121 ),( xxxxu  для первого товара составит: β−αα=∂∂ 2
1

11/ xxxu .  Очевид-

но, что данное выражение (как и предельная полезность второго товара) 
больше нуля при .0,0 >β>α  Второе свойство функций полезности требу-

ет убывания предельных полезностей: 
 

0)1(/ 2
2

1
2
1

2 <−αα=∂∂ β−α xxxu . 
 

При этом матрица Гессе отрицательно определена:  
 















−ββαβ

αβ−αα
=∂∂

−βα−β−α

−β−αβ−α

2
21

1
2

1
1

1
2

1
12

2
122

)1(

)1(
/

xxxx

xxxx
Xu . 

 

Для этой матрицы 0)1(1 <−αα=∆ , =βα−−β−ααβ=∆ 22
2 )1)(1(   

0)](1[ <β+α−αβ=  при 1<β+α . 

Проверим третье свойство относительно первого товара:  
 

./lim
1
1

2
2

1
11

01

∞=
α

=α=∂∂ α−

β
β−α

→ x

x
xxxu

x
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Четвёртое свойство проверим относительно второго товара:  
 

.0/lim
1
2

11
212

2

=β=β=∂∂ β−

α
−βα

∞→ x

x
xxxu

x
 

 

Задача  1.3.  Найти точку спроса потребителя с функцией полезности 

.),( 2121 xxxxu =  

Для этого составим функцию Лагранжа: ).(),( 21 PXQxxXL −λ+=λ  

Точка максимума выбора потребителя определяется из решения сле-
дующей системы уравнений: 
 













=+
λ==∂∂

λ==∂∂

.

;2//

;2//

2211

2212

1121

Qxpxp

pxxxu

pxxxu

 

 

Поделим первое уравнение на второе: 
 





=+
=

;

,//

2211

2112

Qxpxp

ppxx
    






=

=

).2/(

),2/(

2
*
2

1
*
1

pQx

pQx
 

 

Задача  1.4.  Какой набор товаров следует выбрать потребителю, 
имеющему доход в 300 денежных единиц и функцию полезности 

3
321321 ),,( xxxxxxu =  при векторе цен на товары )1,4,2(=P . 

Задача 1.5.  Функция полезности потребителя имеет вид: 
3/1

2
3/2

121 3),( xxxxu = . Определите максимальную полезность набора това-

ров при доходе потребителя в 100 денежных единиц и ценах товаров, со-
ответственно, 5 и 10 денежных единиц. Определите норму замещения вто-
рого товара первым в оптимальной точке. 

Задача 1.6.  Проверить уравнение Слуцкого для потребителя с функ-

цией полезности 2121 ),( xxxxu =  относительно изменения цены второго 

товара. 
В задаче 1.3 для потребителя с такой функцией полезности была най-

дена функция спроса:  







=

=

).2/(

),2/(

2
*
2

1
*
1

pQx

pQx
 

 

По условию задачи происходит изменение цены 2p при компенсации 

(изменении) дохода. Так как PXQ = , то .PdXXdPdQ +=  Второе слагае-
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мое по следствиям из уравнения Слуцкого равно нулю и 01 =dp , поэтому 

изменение дохода 222
*
22

*
21

*
1 )2/( dppQdpxdpxdpxdQ ==+= . 

Изменение точки спроса (новая точка) при изменении цены 2p  и до-

хода Q тогда примет следующий вид: 
 

)).(2/()();2/()( 22
*
21

*
1 dppdQQxpdQQx ++=+=  

 

С учётом выше сказанного, приращение изменения объёма второго 
товара в точке спроса составит: 
 

)).(4/())(4/()2)2/(2(

))(4/()(2)2/())(2/()(

22222222222

22222222
*
2

dpppQdpdpppQdpdppQp

dpppQdpdQppQdppdQQdx

+−=+−=
=+−=−++=

 

 

Тогда )4/(/lim)/( 2
222

0
сотр2

*
2

2

pQdpdxpx
dx

−==∂∂
→

. 

Найдём остальные два составляющих уравнения: 
 

)2/(1/);2/(/ 2
*
2

2
22

*
2 pQxpQpx =∂∂−=∂∂ . 

 

Требуется проверить равенство:  
 

*
2

*
22

*
2сотр2

*
2 )/(/)/( xQxpxpx ∂∂+∂∂=∂∂ . 

 

Подставив полученные выражения, получим верное равенство: 
 

)2/())2/(1()2()4/( 22
2
2

2
2 pQppQpQ +−=− . 

 

Задача 1.7.  Для потребителя с функцией спроса задачи 1.3 найти в 
общем виде, на сколько процентов изменится спрос на первый товар при 
увеличении цены на второй товар на 1% при условии компенсации дохода. 

Для нахождения ответа на поставленный вопрос следует воспользо-
ваться уравнением Слуцкого: 
 

)4/(2/)2/1(0)/(/)/( 2121
*
2

*
121сотр2

*
1 ppQpQpxQxpxpx =+=∂∂+∂∂=∂∂ . 

 

По условию задачи нужно найти не абсолютное, а относительное из-
менение спроса: 
 

%2/1))2/(/()4/()//()/( 21212
*
1сотр2

*
1 ==∂∂ ppQppQpxpx . 

 

Задача 1.8.  Для неоклассической функции полезности =),( 21 xxu  
βα= 21 xx  составить уравнение Слуцкого и провести его анализ относительно 

изменения цены второго товара. Определить свойства товаров. 
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Функция спроса для потребителя с указанной функцией полезности 
составит: 

2
*
21

*
1 /))/((;/))/(( pQxpQx β+αβ=β+αα= . 

 

Исходя из этого, можно определить, что оба товара являются ценны-
ми, так как: 
 

0)/1*))/(((/;0)/1*))/(((/ 2
*
21

*
1 >β+αβ=∂∂>β+αα=∂∂ pQxpQx . 

 

Проверим, что выполняется следующее равенство: 
 

1))/(())/((1)/( 2211
* =β+αβ+β+αα→=∂∂ ppppPQx – верно. 

 

Проверим равенство вида: ∑
=

=∂∂
n

j
ijj pxp

1
сотр

* 0)/(  при n = 2 и i = 2. 

 

;0)/())/((

))/(((/))/((/))/(()/(

;0)/())/((/))/()()/((0)/(

2
2

2

22
2
2сотр2

*
2

21
2

21сотр2
*
1

<β+ααβ−=

=β+αββ+αβ+β+αβ−=∂∂

>β+ααβ=β+αββ+αα+=∂∂

pQ

pQppQpx

ppQpQppx

 

0)/())/(()/())/(( 2
2

2
221

2
1 =β+ααβ−β+ααβ pQpppQp . 

 

Кроме того, видно, что товары являются взаимозаменяемыми, то есть 
при росте цены второго товара потребление первого товара увеличивается. 

Задача 1.9.  Пусть функция полезности есть 2
2

2
121 3),( xxxxu += , цены 

товаров равны соответственно 10 и 20, а доход 60. Пусть новая цена второ-
го товара стала 22. На сколько должен быть скомпенсирован доход, чтобы 
потребитель получил набор товаров с той же полезностью. 

 
К о н т р о л ь н а я  р а б о т а  1  

 

Задача 1.  Для потребителя с заданной функцией полезности ),( 21 xxu  
найти в общем виде функцию спроса на оба товара при общих ценах P  и 

.Q  Определить величину максимальной полезности при ценах 0P  и .0Q  
Задача 2.  Для функции спроса, найденной в задании 1, найти в об-

щем виде, на сколько процентов изменится спрос на первый товар при 
увеличении цены на второй товар на 1% при условии компенсации дохода. 
Определить численное значение с учётом 0P  и .0Q  

Задача 3.  С учётом функции спроса, найденной в задании 1, опреде-
лить, какими являются товары 1 и 2 (ценные/малоценные, взаимозаменяе-
мые/взаимодополняемые). Проверить последние три свойства уравнения 
Слуцкого и его правильность при условии изменения цены второго товара. 

Варианты заданий приведены в таблице 1. 
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1. Варианты заданий контрольной работы 1 
 

№ варианта Данные для первой задачи 

1 21 xxu = , 54),2,6( 00 == QP  

2 21 xxu += , 12),4,2( 00 == QP  

3 2/211 xxxu += , 12),2,1( 00 == QP  

4 21
2
1 2 xxxu += , 48),2,4( 00 == QP  

5 21 lnln xxu += , 24),2,3( 00 == QP  

6 21xxu = , 72),6,3( 00 == QP  

7 21 xxu = , 40),5,2( 00 == QP  

8 221 2/ xxxu += , 64),2,8( 00 == QP  

9 3
2

3
1 xxu = , 72),9,6( 00 == QP  

10 2
2212 xxxu += , 48),6,4( 00 == QP  

11 21xxu = , 64),4,2( 00 == QP  

12 21 xxu += , 24),8,1( 00 == QP  

13 2112 xxxu += , 70),5,2( 00 == QP  

14 2
2212 xxxu += , 18),2,1( 00 == QP  

15 21 lnln2 xxu += , 18),3,1( 00 == QP  

 
2. МОДЕЛИ ПОВЕДЕНИЯ ПРОИЗВОДИТЕЛЯ 

 
2.1. Производственная функция и её свойства 

 

Пусть пространство производственных затрат m-мерно. Каждой точке 
)...,,( 1 nxxX =  пространства затрат соответствует единственный макси-

мальный выпуск. Такая связь называется производственной функцией:  
 

τ∈↔= ),()( YXXfY  и если τ∈),( bx  и yb ≥ , то yb = , 
 

где τ  – производственное множество всех возможных пар векторов затрат-
выпуска ).,( YX  
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Производственная функция обладает следующими свойствами: 
1)  0/ ≥∂∂ ixf  – предельные продукты положительны (с увеличением 

затрат ресурсов выпуск также увеличивается); 

2)  0/ 22 <∂∂ ixf  – по мере увеличения затрат предельный продукт 

уменьшается; 
3)  0)0( =f  – выпуск при полном отсутствии затрат невозможен; 

4)  +∞=+∞)(f  – при бесконечном росте затрат выпуск также беско-

нечно растёт. 
В практике часто используется конкретный вид производственной 

функции – функция Кобба–Дугласа: 
 

1,0,,, <β+α>βα= βα ALAKY , 
 

где A  – параметр нейтрального технологического прогресса; K  – объём 
основных производственных фондов; L  – объём трудовых ресурсов;  

βα,  – эластичности выпуска соответственно по производственным фон-

дам и по труду. 
Приведём также некоторые относительные показатели: 

LYy /=  – средняя производительность труда; 

LKr /=  – средняя фондовооружённость; 
KYk /=  – средняя фондоотдача. 

 
2.2. Постановка задачи выбора производителя 

 

Пусть P  – вектор цен, ),( YXT =  – технология производства, пере-

рабатывающая X  в .Y  Тогда PYPXPT +=  есть прибыль от использова-
ния технологии T  (компоненты вектора X  отрицательны, так как пред-
ставляют собой затраты ресурсов). 

Задача выбора производителя принимает следующий вид: производи-
тель выбирает технологию из своего производственного множества, стре-
мясь максимизировать прибыль: 
 

.max, τ∈→ TPT             (2.1) 
 

Прибыль производителя ,W  являющаяся в итоге функцией ,X  может 
быть упрощённо представлена следующей функцией: 
 

,)()( PXXvfPXvYXW −=−=  
 

где v – цены на продукцию; f (X) – производственная функция; P – вектор 
цен на ресурсы. 

Тогда задача 2.1 преобразовывается к следующему виду: 
 

τ∈≥→−= ))(,(,0max,)()( XfXXPXXvfXW .   (2.2) 



 17

Приравнивая к нулю частные производные функции W , получим 
следующую систему уравнений: 
 

mjpxfv jj ...,,1,)/( ==∂∂ . 
 

Задача 2.1.  Пусть производственная функция предприятия есть функ-
ция Кобба–Дугласа. Чтобы увеличить выпуск продукции на 3%, надо уве-
личить основные фонды на 6% или численность основных рабочих на 9%. 
Один работник предприятия за месяц производит продукции на 10 000 р. 
Всего на предприятии работает 1000 рабочих. Имеющиеся основные про-
изводственные фонды оцениваются в 108 р.  

Определите параметры производственной функции предприятия, 
среднюю фондоотдачу, среднюю фондовооружённость и среднюю произ-
водительность труда на предприятии. 

Производственная функция Кобба–Дугласа в общем виде может быть 
представлена следующим образом: 
 

1,0,,; <β+α>βα= βα ALAKY . 
 

Параметры α  и β  представляют собой эластичность выпуска по 

фондам и труду соответственно. Поэтому .3/19/3,2/16/3 ==β==α  

Для нахождения параметра уровня нейтрального технологического 
пространства подставим известные данные в функцию с учётом найден-
ных коэффициентов эластичности: 
 

.100

,)10()10(000101000 3/132/18

=
=⋅=

A

AY  

 

Таким образом, производственная функция предприятия будет вы-
глядеть следующим образом: 
 

.100 3/12/1 LKY =  
 

Средняя фондоотдача определяется следующим образом:  
 

.10/110/10/ 87 === KYk  
 

Задача 2.2.  Уличный торговец газетами берёт их в издательстве по  
5 р. за штуку. Объём продажи y  связан с назначаемой продавцом ценой 

следующей формулой: vy 10001000−= . Издержки самой продажи газет 

составляют десятую часть объёма продаж. Какое количество газет следует 
брать продавцу на реализацию, и по какой цене продавать для максимиза-
ции своего дохода. 

Задача 2.3.  В теплице ежедневно получаемый урожай огурцов зави-
сит от числа работников и определяется по следующей формуле: 

xxy ln44 += . Найти оптимальное число работников, если дневная зар-

плата одного работника равна доходу от продажи 2 кг огурцов. 
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Задача 2.4.  Для предприятия с производственной функцией 
3/12/1100 LKY =  найти оптимальный размер, если период амортизации ос-

новных производственных фондов составляет 12 месяцев, а заработная 
плата работника 10 000 р. 

Для ответа на поставленный вопрос следует воспользоваться услови-
ем максимизации выбора производителя: ii pxYv =∂∂ )/( . В нашем случае  

i = 2 (K и L). Параметр vможно принять за единицу, так как выпуск про-
дукции Y уже измеряется в денежной форме. В условии задачи, помимо 
формы зависимости Y, приведены значения ip  для двух производственных 

ресурсов. Поэтому для определения экстремума функции двух перемен-
ных получим следующую систему уравнений: 
 







==∂∂

==∂∂

.00010)3/(100/

,12/1)2/(100/
3/22/1

2/13/1

LKLY

KLKY
 

 

Поделим первое уравнение на второе: 
 

.10144,8,2

;00010)3/(23100100

;1018),1012/(12/3

42/16/1

3/22/1

44

⋅===

=⋅⋅

⋅=⋅=

KLL

LL

LKKL

 

 

Задача 2.5.  Пусть цена продукции изменяется линейно относительно 
объёма продажи товара на рынке по следующей формуле: byayv −=)( . 

Допустим также, что затраты фирмы зависят от объёма произведённой 

продукции по следующей формуле: edycyyI ++= 2)( . Пусть с продавае-

мой продукции взимается акцизный налог: tyyG =)( . Параметры a, b, c, d, 

e, t являются неотрицательными константами. 
Требуется найти оптимальный объём производства и соответствую-

щую величину прибыли и издержек. Также найдите точку замирания дело-
вой активности, т.е. ставку налога, при которой прибыль фирмы становит-
ся равной нулю. При какой ставке налога прибыль государства макси-
мальна. Каков при этом объём продаж и прибыль фирмы. 

Предприятие получает прибыль в следующем объёме:  
 

tyedycyybyayP −−−−−= 2)()( . 
 

Для нахождения оптимального объёма выпуска следует найти точку 
максимума функции ).(yP  
 

.022)(

));(2/()(

;022)(
*

<−−=′′
+−−=

=−−−−=′

cbyP

cbtday

tdcybyayP
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Таким образом, найден объём производства, для которого доказано, 
что он является максимально возможным. 

Налоговый доход государства определяется по следующей формуле: 
 

;0))(2/())(2/()()()),(2/()( =+−+−−=′+−−= cbtcbtdatGcbtdatG  
 

));(8/()(,2/)( 2** cbdaGdat +−=−=  
 

));(4/()())(2/()(* cbdacbtday +−=+−−=  
 

  =−−−−++−=−−−−−= edadaycbytyedycyybyayP )2/)(()()()( 22*  

      ,))(16/()())(8/()())(16/()( 222 ecbdaecbdacbda −+−=−+−++−−=  
 

.))(4/()(

))(2/()())(4/()())((
2

22*

ecbtda

ecbtdacbtdaеyP

−+−−=

=−+−−++−−−=
 

Данное выражение равно нулю при ecbdat )(4~ +−−= . 

 
К о н т р о л ь н а я  р а б о т а  2  

 

Задача 1.  Пусть производственная функция есть функция Кобба–
Дугласа. Чтобы увеличить выпуск продукции на a%, надо либо увеличить 
основные производственные фонды на b%, либо численность работников 
на c%. Один работник в месяц производит продукции на M  у.е., а всего 
работников L . Основные фонды оцениваются в K у.е. Найдите параметры 
производственной функции ( βα,,A ) и определите величины средней 

фондовооружённости, средней фондоотдачи и средней производительно-
сти труда. 

Задача 2.  Для предприятия с производственной функции из задания 1 
определите оптимальный размер ),( LK , если период полной амортизации 

производственных фондов N месяцев, а зарплата одного работника в ме-
сяц Q  у.е. 

Задача 3.  Объём сбыта зависит от назначаемой цены v  по заданной 
формуле ).(vY  Пусть, также, объём сбыта равен объёму выпуска продук-

ции. Зависимость производственных издержек I  от объёма Y  выпуска про-
дукции задана формулой ).(YI  Найти объём выпуска, цену и издержки про-

изводства, при которых прибыль предприятия максимальна. Пусть с  каждой 
единицы продаваемой продукции взимается налог: .)( tYYG =  Определите 

при какой ставке налога прибыль предприятия станет равной нулю. 
Варианты заданий приведены в таблице 2. 
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2. Варианты заданий контрольной работы 2 
 

№
 в
ар

и
ан

та
 

1 задача 2 задача 3 задача 

1 2 3 4 

1 533 10;10;10

;3,2,1

===

===

KLM

cba
 310

;5

=

=

Q

N
 

115)(

;11
2 +−=

−=

YYYI

vY
 

2 634 10;5;10

;2,3,1

===

===

KLM

cba
 210

;5

=

=

Q

N
 

121753/)(

;10
23 ++−=

−=

YYYYI

vY
 

3 634 10;10;10

;3,3,1

===

===

KLM

cba
 

10

;3

=
=

Q

N
 

101133/)(

;8
23 −+−=

−=

YYYYI

vY
 

4 534 10;5;10

;4,2,1

===

===

KLM

cba
 

310

;2

=

=

Q

N
 

YYYI

vY

6)(

;30
2 −=

−=
 

5 754 10;2;10

;5,5,2

===

===

KLM

cba
 

210

;2

=

=

Q

N
 

72)(

;240
2 ++=

−=

YYYI

vY
 

6 743 10;10;10

;4,5,2

===

===

KLM

cba
 

10

;4

=
=

Q

N
 

24173/)(

;30
23 ++−=

−=

YYYYI

vY
 

7 933 10;10;10

;9,6,3

===

===

KLM

cba
 

310

;12

=

=

Q

N
 

320)(

;80
2 ++=

−=

YYYI

vY
 

8 1134 10;10;10

;6,4,2

===

===

KLM

cba
 

410

;18

=

=

Q

N
 

242)(

;2128
2 ++=

−=

YYYI

vY
 

9 733 10;10;10

;3,2,1

===

===

KLM

cba
 

310

;6

=

=

Q

N
 

15510)(

;40
23 ++−=

−=

YYYYI

vY
 

10 333 10;10;10

;6,4,2

===

===

KLM

cba
 

310

;12

=

=

Q

N
 

412113)(

;2128
23 ++−=

−=

YYYYI

vY
 

11 633 10;10;10

;6,6,2

===

===

KLM

cba
 

310

;6

=

=

Q

N
 

24)(

;6100

YYI

vY

=

−=
 

12 523 10;10;10

;2,3,1

===

===

KLM

cba
 

310

;6

=

=

Q

N
 

17342/33/)(

;40
23 −+−=

−=

YYYYI

vY
 

13 63 10;60;10

;2,3,1

===

===

KLM

cba
 

310

;4

=

=

Q

N
 

242)(

;2128
2 ++=

−=

YYYI

vY
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Продолжение табл. 2 
 

1 2 3 4 

14 524 10;10;10

;8,8,3

===

===

KLM

cba
 

410

;12

=

=

Q

N
 

287)(

;4/2
2 +−=

−=

YYYI

vY
 

15 54 10;20;10

;4,5,2

===

===

KLM

cba
 

410

;8

=

=

Q

N
 

1572)(

;222
2 +−=

−=

YYYI

vY
 

 
3. МАКРОЭКОНОМИКА 

 

3.1. Статические модели макроэкономики 
 

3.1.1. Модель Леонтьева (межотраслевого баланса) 
 

Идея межотраслевого баланса впервые была сформулирована в работах 
советских экономистов в 1920-х гг. и получила затем развитие в трудах 
американского экономиста В.В. Леонтьева. 

Пусть весь производственный сектор народного хозяйства разбит на п 
чистых отраслей. Чистая отрасль – это условное понятие – некоторая часть 
народного хозяйства, более или менее цельная. Например, энергетика, ма-
шиностроение, сельское хозяйство и т.п. 

Пусть ija~  количество продукции i-й отрасли, расходуемое в j-й отрас-

ли, Vi – объём производства i-й отрасли, сi – объём потребления продукции 

i-й отрасли в непроизводственной сфере. Ясно, что ∑−=
j

ijii aVc ~ . 

Матрица )~(
~

ijaA =  содержит весьма много информации. Так, её i-я 

строка характеризует использование продукции i-й отрасли по всему на-
родному хозяйству, а j-й столбец характеризует j-ю отрасль: что и в каких 
количествах она использует. 

Перейдём теперь к безразмерным величинам. Пусть iijij Vaa /~=  – ко-

личество единиц продукции i-й отрасли, расходуемое на изготовление, про-
изводство одной единицы продукции j-й отрасли. Числа аij , называются ко-
эффициентами прямых затрат j-й отрасли и характеризуют технологию этой 
отрасли. Число же ii Vc /  есть доля продукции i-й отрасли, идущая на не-
производственное потребление. 

Для дальнейшего рассмотрения модели Леонтьева сделаем два важных 
предположения. Первое состоит в том, что сложившуюся технологию про-
изводства считаем неизменной. Таким образом, матрица )( ijaA =  постоян-

на. Второе состоит в постулировании свойства линейности существующих 
технологий, т.е. для выпуска j-й отраслью продукции объёма x требуется 

ресурсов (т.е. продукции других отраслей) в количестве ∑
j

ijax . 
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Это требование означает, в частности, что каждая отрасль способна про-
извести любой объём своей продукции при условии, что ей будут обеспечены 
ресурсы в необходимом количестве. На самом деле это, конечно, не так, так 
как производственные возможности всякой отрасли ограничены имеющимся 
объёмом трудовых ресурсов и основных фондов. 

Есть много общего в рассматриваемой ситуации с задачей опти-
мального планирования или оптимального использования ресурсов.  

В частности, пусть )( ixX =  – вектор объёмов производства в отраслях, 
тогда АХ – потребляемые объёмы продукции этих отраслей. Таким образом, 
вне производственной сферы на потребление остаётся только Х – АХ. 

В дальнейшем, исходя из экономического смысла, матрицу, задающую 
модель Леонтьева, считаем неотрицательной. 

 
3.1.2. Продуктивность модели Леонтьева 

 

Пусть потребность непроизводственной сферы выражается, вектором  С. 
Существует ли вектор производства, обеспечивающий это, т.е. удовлетво-
ряющий уравнению С = X – АХ. Разумеется, учитывая экономическую 
интерпретацию, этот вектор производства должен быть неотрицательным. 
Поэтому говорят, что модель Леонтьева продуктивна, если уравнение 

CAXX =− имеет неотрицательное решение для любого C > 0, т.е. матрица 
A позволяет произвести любой неотрицательный вектор потребления. 

Теорема .   Модель Леонтьева с матрицей А продуктивна, если и 
только если существует неотрицательная матрица, обратная к (Е – А). 

В самом деле, пусть матрица (E – A)–1 
неотрицательна, тогда 

CAEX 1)( −−=  и, поскольку С > 0, то и Х > 0. Доказательство обратного 
(т.е. если модель продуктивна, то матрица (Е – А) имеет обратную неотрица-
тельную матрицу) опустим. 

Только что указанный критерий продуктивности модели Леонтьева не 
имеет хорошей экономической интерпретации. Рассмотрим ещё один кри-
терий продуктивности. 

Пусть модель Леонтьева задана матрицей А размерами n × п. Обозна-
чим через N множество {1, ..., n}. Пусть .NS ⊆  Говорят, что подмножество 
S изолировано, если 0=ija , всякий раз, когда SNiSj /, ∈∈ . Понятие изо-

лированности подмножества S допускает прозрачную экономическую ин-
терпретацию: отрасли, номера которых принадлежат S, не используют това-
ры, производимые в отраслях с номерами, не принадлежащими S. 

Матрица называется неразложимой, если в ней нет изолированных 
подмножеств, кроме N  и .0/  Понятие неразложимости также имеет про-
зрачный экономический смысл; любая отрасль использует, хотя бы косвен-
но, продукцию всех отраслей. Ведь если 0≠ija , то j-я отрасль непосредст-

венно использует продукцию i-й отрасли. Но если даже 0=ija , т.е. j-я отрасль 
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не использует продукцию i-й  отрасли непосредственно, всё равно при нераз-
ложимой матрице от данной отрасли до любой другой можно найти цепочку 
отраслей, использующих продукцию друг друга. 

Для неразложимых матриц условие продуктивности выглядит так: ес-
ли сумма элементов каждой строки не больше единицы и хотя бы для од-
ной строки строго меньше единицы, то модель Леонтьева с этой матрицей 
продуктивна. 

Для продуктивности действительно есть основания: продукции каждой 
отрасли хватает для нужд самого производства, более того, есть отрасль, про-
дукция которой даже остаётся на потребление, а неразложимость, т.е. взаимо-
связанность всех отраслей, позволяет надеяться на то, что этот остаток может 
преобразоваться в остатки на потребление и продукции других отраслей. 

 
3.1.3. Прямые и полные затраты в модели Леонтьева 

 

Пусть ( )ixX =  обозначает вектор нового производства, тогда АХ есть 
израсходованные в процессе производства ресурсы и для непроизводствен-
ной сферы остаётся С = Х – АХ, но на производство С надо израсходовать 
АС ресурсов. Однако на их производство надо в свою очередь затратить 

( ) CAACA 2=  ресурсов, а для их производства ещё израсходовать 

( ) CACAA 32 =  и т.д. Полные затраты, таким образом, есть сумма бесконеч-

ного ряда .
0

CA
n

n∑
∞

→
 

Но члены этого ряда – конечномерные векторы-столбцы, поэтому сум-
ма этого ряда находится как вектор сумм 1-x, 2-x и т.д. компонентов вектора 

.CAn  Однако можно доказать, что если сумма ряда  CA
n

n∑
∞

→0

 существует, то 

её можно вычислить как произведение ( ) CAE 1−− , т.е.  

( ) CAECA
n

n 1

0

−
∞

→
−=∑ .              (3.1)  

Обратите внимание на аналогию с формулой суммы бесконечно убы-

вающей геометрической прогрессии  ( ).1/...
0

2 qbbqbqbqb
n

n −==+++ ∑
∞

→
 Но 

эта формула верна, если только если 1<q . Нечто подобное имеет место и 

для формулы (3.1). 
Для матрицы A число λ  называется собственным числом, если найдёт-

ся ненулевой вектор γ  такой, что .λγ=γA  Такой вектор также называется 

собственным вектором, отвечающим данному собственному числу. 
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Можно доказать следующее утверждение: модель Леонтьева с матри-
цей А продуктивна, если и только если матрица имеет собственное число 

Аλ < 1, которое к тому же является наибольшим по модулю из всех собст-

венных чисел матрицы. 
Если матрица имеет такое число ,Аλ  то можно доказать, что 

0lim =
∞→

n

n
A  и формула (1) верна.  

Задача 3.1.  Для экономики, описываемой моделью Леонтьева с мат-

рицей 







=

2/13/1

4/12/1
A , найти объём производства, обеспечивающий вектор 

конечного непроизводственного потребления 







=

2

3
C . 

Экономика, представленная данной матрицей, является продуктив-
ной, так как сумма элементов каждой строки матрицы не превышает еди-
ницы. Более того, является в обоих случаях меньше единицы. Поэтому 
можно найти неотрицательный вектор производства X. 

Для его нахождения следует найти матицу 1)( −− AE . Воспользуемся 

для этого методом миноров. 
 









→








→









−
−

→








−
−

−−→−→−→−

32

2/33

2/13/1

4/12/1

2/14/1

3/12/1

2/13/1

4/12/1

)det(/)()()()( ,, AEAEAEAEAE ADTADTT

 

 
 

.ибез)det()1()( , jiAEAE TjiADT
ij −−=− +   6/112/14/1)det( =−=− AE . 

 









=








⋅







=−= −

12

12

2

3

32

2/33
)( 1CAEX . 

 
 

Задача 3.2.  Для матрицы 







=

3/16/1

3/12/1
A  найти собственные числа и 

проверить условие продуктивности. 
Собственные числа матрицы λ находятся из следующего уравнения: 

0)( =λ−→λ= YEAYAY , где Y – собственный вектор матрицы. 
 





=λ−+
=+λ−

.0)3/1(6/1

,03/1)2/1(

21

21

yy

yy
 

 

Получившаяся однородная система линейных алгебраических уравнений 
(СЛАУ) имеет нетривиальное решение, если её определитель равен нулю: 

 

018/1)3/1)(2/1( =−λ−λ− . 
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Откуда 3/2,6/1 21 =λ=λ . Каждое из полученных чисел по модулю 

меньше 1. Следовательно, матрица A продуктивна. 
Задача 3.3.  Определить какие из нижеприведённых матриц неразло-

жимы. Для неразложимых матриц проверить условие продуктивности. 
 


















































4/33/20

4/12/10

003/1

;

2/16/14/1

02/10

4/15/12/1

;
3/13/1

3/12/1
;

3/13/1

4/12/1
. 

 
3.2. Динамические модели макроэкономики 

 

3.2.1. Модель Неймана 
 

Рассмотрим экономику, описываемую парой (С, К), где С – про-
странство товаров; К – множество производственных процессов, пе-
рерабатывающих некоторые количества товаров в другие количества тех 
же товаров. При этом, под товаром (продуктом) будем понимать как пер-
вичные факторы производства (земля, труд), сырьё (нефть, уголь), так и 
конечные продукты производства, услуги и т.п. 

Пусть товаров всего n, тогда С есть неотрицательный ортант п-мер- 
ного пространства. Множество К производственных процессов имеет в 
своей основе конечное число процессов (Q1, ..., Qm), которые называются 
базисными. Каждый базисный процесс представляет собой пару векторов 
Qj =  (Аj, Bj) из С. (Векторы Aj, Bj – это векторы-столбцы, но в целях эко-
номии места будем записывать их строками.) Содержательный смысл 
процесса jQ  таков: он затрачивает вектор )( ijj aA =  и выпускает вектор 

)( ijj bB = , т.е. перерабатывает вектор jA  в вектор .jB  По смыслу все век-

торы ,jA  jB  неотрицательны. Обозначив А = (А1, ..., Ат), В = (B1, ..., Вm), 

получаем, что технология нашей модели задаётся парой неотрицатель-
ных матриц А, В; матрица А называется матрицей затрат, В – матрицей 
выпуска. Комбинируя базисные процессы, можно получить новые про-
цессы. Так, возьмём неотрицательные числа zi , i = 1, ..., т и определим 
новый производственный процесс z1Q1 + … + zmQm, в котором затраты 

есть вектор ,
1
∑

=

m

j
jj Az  а выпуск есть вектор ;

1
∑

=

m

j
jj Bz  полученный произ-

водственный процесс кратко обозначим через (AZ, BZ). Вектор-столбец  
Z = (zj  ) называется вектором интенсивностей. Получившееся более ши-
рокое множество процессов обозначим К. 

Можно заметить, что в то время, как базисные процессы Q1, …, Qm 

соответствуют, вообще говоря, реальным отраслям, заводам, фабрикам, 
каждый элемент (X, Y) ∈  К есть некоторый процесс, описывающий оп-
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ределённый режим совместной работы этих отраслей, заводов, фабрик. 
При этом X есть вектор затрат, Y – вектор выпуска. 

Рассмотренная ранее модель Леонтьева действительно есть частный 
случай модели Неймана при n = m, В = Е. Основное отличие модели Ней-
мана состоит в том, что всякий базисный процесс может выпускать не 
один товар. Ясно также, что модель Неймана линейна. 

Перейдём теперь к описанию динамики модели Неймана. Рассмотрим 
Т периодов времени, например, лет. В каждый t-й период для производства 
продукции применяется один из процессов множества К, характеризую-
щийся вектором интенсивностей Z(t). 

 
3.2.2. Замкнутость модели Неймана 

 

Кроме линейности, предположим ещё, что модель Неймана замкнута. 
Это означает, что для производства в (t + 1)-й период можно тратить лишь 
те товары, которые были произведены в предыдущий t-й период. Посколь-
ку выпуск в t-й период равен ВZ(t), а затраты в (t + 1)-й период равны 
АZ(t + 1), то математически предположение о замкнутости модели Неймана 
записывается в виде серии неравенств 

 

.1...,,1,)()1(

)1(

−=≤

≤

+ TtBZAZ

SAZ

tt

M  

 

Вектор S представляет собой вектор запасов, имеющихся к началу 
всего планового периода [0, T ]. Последовательность векторов Z(1), ..., Z(t), 
удовлетворяющих указанным выше неравенствам будем называть (допус-
тимым) планом с началом S и обозначать {Zt

 }. 
 

3.2.3. Правило нулевого дохода и его трактовка 
 

При исследовании планов в модели Неймана оказывается полезным 
ввести понятие цен на товары. 

Пусть i
tp )(  – цена единицы i-го товара в t-й период. Соответствующий 

вектор цен P{ t} есть вектор-строка. Величина P(t + 1) Bj – Р(t) Aj выражает до-
ход процесса Qj за t-й период. Таким образом, в начале t-го периода на за-
купку сырья в количестве Aj тратятся средства по ценам P(t) данного перио-
да, затем произведённая продукция Вj продаётся уже по ценам Р(t + 1) сле-
дующего периода. Конечно, векторы цен неотрицательны. Основное пред-
положение относительно цен при исследовании модели Неймана состоит в 
следующем: никакой из процессов не приносит положительного дохода: 

 

1...,,1;...,,1,0)()1( −==≤−+ TtmjAPBP jtjt       (3.2) 
 

или .1...,,1,)1()( −=≥ + TtBPAP tt  
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Условие (3.2) часто называют правилом нулевого дохода. На первый 
взгляд, оно выглядит парадоксально, особенно если отнести его к ка-
питалистической экономике. В самом деле, какой смысл капиталисту осу-
ществлять производство, если оно бесприбыльно? Однако этот парадокс 
кажущийся. Дело в том, что величины дохода Р(t+1) Bj – P(t) Aj j-го процес-

са относятся к разным моментам времени. Допустим, что владелец фирмы 
обладает капиталом R в начале t-го периода. На эту сумму он закупает сы-
рьё, производит товары и продаёт их. При нулевом доходе он снова имеет 
капитал R. Однако цены могут стать другими, например, ниже. Тогда та же 
сумма R будет обладать большей покупательной способностью. В модели 
Неймана дело обстоит именно так. 

Можно было считать, что прибыль каждого процесса ограничена 
сверху одним и тем же числом, общим для всех отраслей. Но это и есть 
основное содержание правила нулевого дохода: максимально возможная 
прибыль во всех отраслях одинакова. При такой трактовке правило нуле-
вого дохода есть лишь иная форма знаменитой гипотезы Адама Смита о 
тенденции выравнивания нормы прибыли в разных отраслях народного 
хозяйства при его нормальном функционировании. 

 
3.2.4. Стационарные траектории в модели Неймана 

 

Вернёмся к ценам. Их последовательность Р(t), t = 1, ..., T, удовлетво-
ряющую системе неравенств (3.2), будем называть траекторией цен и 
обозначать {Рt }.  Теперь запишем явно предположение, что общая масса 
денег не меняется и постоянно находится в обращении: 
 

P(t) AZ(t) = P(t + 1) BZ(t),  t = 1, …, T – 1,               (3.3) 
 

т.е. продукции продаётся ровно на столько, на сколько было куплено сы-
рья (напомним, что продукция, произведённая в t-м периоде, продаётся по 
ценам следующего (t + 1)-го периода), а вся выручка от продажи продук-
ции идёт на приобретение сырья в следующем периоде: 
 

P(t + 1) BZ(t) = P(t + 1) AZ(t + 1),   t = 1, …, T – 1.                          (3.4) 
 

Важную роль при изучении траекторий интенсивностей {Zt }  и цен 
{Рt }  играют самые простые из возможных динамических траекторий, так 
называемые стационарные. 

Траектория  интенсивностей  {Zt }  называется стационарной, если су-
ществует такое число v > 0, что Z(t + 1) = vZ(t). Будем обозначать её {v, Z}, 
где Z = Z(1). 

Смысл стационарной траектории очень прост: интенсивность сле-
дующего периода в одно и то же число раз или на одно и то же число про-
центов больше интенсивности данного периода. 
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Для того чтобы последовательность Z(t) = v 
t – 1Z(1) была стационарной 

траекторией интенсивностей, необходимо и достаточно, чтобы выпол-
нялось неравенство vAZ < BZ. 

Далее, назовём траекторию цен {Pt}  стационарной, если существует 
такое число µ > 0, что µР(t + 1) = Р(t). Будем обозначать её {P, µ}. 

Как и в случае стационарных траекторий интенсивностей, можно 

убедиться, что последовательность цен 1
)( / −µ= t

t PP  будет стационарной 

траекторией цен тогда и только тогда, когда µPA ≤ РB. 
Смысл стационарной траектории очень прост: цены падают от периода 

к периоду в одно и то же число раз или на одно и то же число процентов. 

Для стационарных траекторий интенсивностей {v, Z} и цен {P, µ} ра-
венства (2) и (3), выражающие предположение о неизменности общей мас-
сы денег и то, что они находятся все в обращении, принимают соответст-
венно вид µPAZ = PBZ и vPAZ = PBZ. 

Задача 3.4.  Пусть экономика описывается двумя базисными техно-

логическими процессами: 





=






= 32

21;42
32

21 QQ . Вектор интенсивностей 

использования данных процессов 





= 3
1Z .  Найти векторы затрат и вы-

пуска для данного вектора Z. 
Матрицы затрат и выпуска для базисных процессов составят: 







=






= 34

23,22
12 BA . Применив вектор интенсивностей использования 

базисных процессов, получим векторы затрат и выпуска соответственно 







=






⋅






= 8

5
3
1

22
12AZ  и 






=






⋅






= 13

9
3
1

34
23BZ . 

Задача 3.5.  Пусть матрицы технологических процессов есть 







=






= 155

55,104
25 BA , вектор цен )5;1(=P , начальные запасы составля-

ют 





= 28
14S . Найти по модели Неймана вектор Z интенсивностей исполь-

зования технологических процессов за один производственный цикл, мак-
симизирующий стоимость выпуска. 

Целевая функция максимума выпуска определяется из следующего 
выражения: 
 

( ) max8030155
555;1 21

2

1 →+=





⋅






⋅== zzz

zPBZQ . 

 

При этом должны выполняться следующие ограничения: 
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





≥
≤+

≤+
→





≥
≤

.0,
;28104

;1425

0
21

21

21

zz
zz

zz

Z
SAZ  

 

Приведём систему к каноническому виду: 
 





=++
=++

.28104
,1425

421

321
zzz

zzz  

 

Решим задачу линейного программирования табличным симплекс-
методом. 

 

 1z  2z  3z  4z    

 14 28 0 0 S Q 

3z  5 2 1 0 30 0 

4z  4 10 0 1 80 0 

∆ –14 –28 0 0 0  

 
Минимальное отрицательное число последней строке находится в 

столбце 2z , поэтому переменную 2z  вводим в базис.  

( ) 42 10/80
2/30minarg/minarg zzS =





= , т.е. данную переменную выво-

дим из базиса. 
Разрешающий элемент находится на пересечении столбца 2z  и стро-

ки 4z . 
 

 1z  2z  3z  4z    

 14 28 0 0 S Q 

3z  5 – 2 ⋅ 0,4 = 
= 4,2 

2 – 2 ⋅ 1 = 0 1– 2 ⋅ 0 = 1 
0 – 2 ⋅ 0,1 = 

= –0,2 
30 – 2 ⋅ 8 = 

= 14 
0 

2z  0,4 1 0 0,1 8 28 

∆ 
4,2 ⋅ 0 +  

+ 0,4 ⋅ 28 – 
– 14 = –2,8 

0 0 2,8 224  
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Переменную 1z  вводим в базис. 
 

( ) 31 4,0/8
2,4/14minarg/minarg zzS =





= . 

 

 1z  2z  3z  4z    

 14 28 0 0 S Q 

1z

 
1 0 1/4,2 ≈ 0,238 

–0,2/4,2 ≈  
≈ –0,048 

14/4,2 ≈ 3,333 14 

2z

 

0,4 –  
– 0,4 ⋅ 1 = 

= 0 

1 –  
– 0,4 ⋅ 0 = 

= 1 

0 – 0,4 × 
 × 0,238 ≈ 
≈ –0,095 

0,1 – 0,4 × 
× (–0,048) ≈  

≈ 0,081 

8 –0,4 ⋅ 3,33 ≈ 
≈ 6,667 

28 

∆ 
1 ⋅ 14 +  

+ 0 ⋅ 28 –
– 14 = 0 

0 
0,238 ⋅ 14 – 
–0,095 ⋅ 28 ≈ 

≈ 0,672 

–0,048 ⋅ 14 + 
+ 0,081 ⋅ 28 ≈ 

≈ 1,596 

3,333 ⋅ 14 +  
+ 6,667 ⋅ 28 ≈ 

≈ 233,338 
 

 

Таким образом, оптимальным будет вектор 





= 667,6

333,3Z  при макси-

мальном выпуске 338,233=Q . 
 

К о н т р о л ь н а я  р а б о т а  3  
 

Задача 1.  Даны вектор C  конечного непроизводственного потребле-
ния и матрица A  коэффициентов прямых затрат отраслей экономики. 
Найти вектор валового выпуска, обеспечивающий данный вектор потреб-
ления. Определить продуктивность экономики, заданной матрицей A  с 
использованием её собственных чисел. 

Задача 2.  Даны матрицы BA,  базисных технологических процессов, 

вектор цен P  и вектор начальных запасов S . Найти Z  – вектор интен-
сивностей использования базисных технологических процессов, максими-
зирующий Q  – стоимость выпуска такой экономики за один производст-

венный цикл. Решение найти с помощью симплекс-метода линейного про-
граммирования и проиллюстрировать графическим способом. 

Задача 3.  В модели Солоу с производственной функцией Кобба–
Дугласа с заданными параметрами α−=βα 1,,A  найти значения фондо-

вооружённости, производительности труда и удельного потребления на 
стационарной траектории, на которой норма накопления равна 0,2, выбы-
тие фондов 0,2, а темп прироста трудовых ресурсов в год 0,05. 

Варианты заданий приведены в таблице 3. 
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3. Варианты заданий контрольной работы 3 
 

№ 
варианта 

1 задача 2 задача 3 задача 

1 






=







=

4/18/1
5/15/2

;5,0
1

A

C
 







=






=

=





=

28
14;1510

55

)1,1(;104
25

SB

PA
 

2/1,10 =α=A  

2 






=







=

4/13/1
4/13/1

;5,0
1

A

C
 







=






=

=





=

28
14;155

55

)5,1(;104
25

SB

PA
 

2/1,103 =α=A  

3 






=







=

4/12/1
6/13/1

;3
1

A

C
 







=






=

=





=

18
22;210

610

)2,1(;1212
57

SB

PA
 

3/1,103 =α=A  

4 






=







=

4/14/1
4/12/1

;1
3

A

C
 







=






=

=





=

30
30;43

22

)6,2(;12
21

SB

PA
 

3/1,102 =α=A  

5 






=







=

3/13/1
5/15/2

;5
1

A

C
 







=






=

=





=

12
9;44

32

)3,2(;13
21

SB

PA
 

3/1,10 =α=A  

6 






=







=

5/25/1
8/14/1

;2
1

A

C
 







=






=

=





=

12
9;44

23

)3,2(;31
12

SB

PA
 

4/1,10 =α=A  

7 






=







=

3/14/1
3/14/1

;2
4

A

C
 







=






=

=





=

20
20;1015

55

)1,1(;410
52

SB

PA
 

4/1,102 =α=A  

8 






=







=

3/16/1
2/14/1

;2
6

A

C
 







=






=

=





=

28
14;515

55

)5,1(;410
52

SB

PA
 

2/1,102 =α=A  
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Продолжение табл. 3 
 

№ 
варианта 

1 задача 2 задача 3 задача 

9 






=







=

2/14/1
4/14/1

;6
2

A

C
 







=






=

=





=

30
30;102

106

)2,1(;1212
75

SB

PA
 

4/1,104 =α=A  

10 






=







=

5/25/1
3/13/1

;2
10

A

C
 







=






=

=





=

18
22;34

23

)6,2(;21
12

SB

PA
 

4/1,103 =α=A  
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